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Résumé. T. D. Hocking et al. (2017) ont proposé un algorithme pour l'inférence de
modèles de détection de ruptures avec des contraintes entre les paramètres des segments
successifs. L'algorithme est exact au sens où il optimise un risque pénalisé. Leur im-
plémentation traite le cas particulier d'une contrainte haut-bas pour une perte Poisson.
Nous avons développé un package R implémentant l'algorithme de manière générique trai-
tant plusieurs pertes (avec leur équivalent robuste) et de nombreuses contraintes décrites
par un graphe. Nous illustrerons d'abord les performances de notre algorithme dans le
cas de la régression isotonique. Nous mettons en évidence l'intérêt d'utiliser des pertes
robustes � récemment suggéré par Bach (2018) et Fearnhead and Rigaill (2018) � et celui
de pénaliser le nombre de ruptures quand il y a e�ectivement des changements abrupts
dans la moyenne du signal. Nous présentons en�n plus généralement les potentialités du
package avec des graphes de contraintes plus exotiques.

Mots-clés. Détection de ruptures contraint par un graphe. Programmation dy-
namique élaguée. Inférence robuste. Régression isotonique.

Abstract. T. D. Hocking et al. (2017) proposed an algorithm for model inference
of changepoint models with constraints between successive segment parameters. The
algorithm is exact as it optimizes a penalised risk. There implementation deals with the
particular case of an up-down constraint with a Poisson loss. We developed an R package
implementing the algorithm in a generic way with several loss functions (and their robust
equivalent) and many constraint structures encoded into a graph. We �rst illustrate
performances of our algorithm in the case of the isotonic regression. We illustrate the
bene�t of using robust losses � recently suggested by Bach (2018) and Fearnhead and
Rigaill (2018) � and also of penalizing the number of changes when there are steps in the
signal. We �nally present the potentialities of our package with more exotic constraints
graphs.

Keywords. Graph-constrained changepoint detection. Pruned dynamic program-
ming. Robust inference. Isotonic regression.
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1 Introduction

Le problème de la détection de ruptures multiples consiste à retrouver des changements
abrupts dans un signal. Dans le cas d'un bruit Gaussien le modèle est Yt ∼ N (µt, σ

2) ,
où t ∈ {1, ..., n} et t 7→ µt est constant par morceaux. Nous cherchons alors à inférer
la position des ruptures, c'est-à-dire des t tels que µt 6= µt+1 ainsi que le nombre de ces
ruptures à partir des données observées (yt)t=1,...,n .

Une manière classique de procéder est d'optimiser un risque quadratique en �xant un
nombre de ruptures. Il est aussi possible de pénaliser le nombre de rupture (même si ce
n'est pas exactement équivalent) en minimisant en µ = (µ1, ..., µt)

T ∈ Rn la quantité

n∑
t=1

(yt − µt)2 + λ
n−1∑
t=1

Iµt 6=µt+1 ,

où I est la fonction indicatrice. Dans les deux cas des algorithmes de programmation
dynamique rapides et exacts répondent à notre question (Killick et al. (2012); Rigaill
(2015); Maidstone et al. (2017)).

Dans de nombreuses applications, il est souhaitable de contraindre les paramètres des
segments successifs (T. Hocking et al. (2015); Maidstone et al. (2017); Jewell et al. (2018);
Baranowski and Fryzlewicz (2014)). Le cas le plus simple et le plus étudié est sans doute
celui de la régression isotonique (Barlow (1972)). Dans ce cas l'objectif est de minimiser
en µ la quantité:

n∑
t=1

(yt − µt)2 , sous-constrainte µt ≤ µt+1 , t = 1, ..., n− 1 .

Il faut bien noter que l'estimateur obtenu est constant par morceaux, ce qui fait le lien
avec le problème de détection de ruptures.

De manière plus générale on peut vouloir imposer des motifs plus complexes, comme
l'unimodalité (Stout (2008)) ou l'alternance de sauts vers le haut puis vers le bas (T. Hock-
ing et al. (2015)) pour détecter des pics. Il existe des algorithmes très e�caces pour le
cas isotonique et unimodal (Best and Chakravarti (1990); Stout (2008)) au moins si le
nombre de ruptures n'est pas pénalisé ou contraint. Pour des motifs de contraintes plus
complexes comme le cas haut-bas, T. Hocking et al. (2015) ont proposé un algorithme ex-
act. Cet algorithme est une généralisation des algorithmes de programmation dynamique
fonctionnelle de Rigaill (2015) et Maidstone et al. (2017). L'algorithme permet de pé-
naliser ou contraindre le nombre de ruptures. L'algorithme permet aussi de considérer
des pertes robustes notamment la perte biweight. Dans le cas de la détection de ruptures
sans contrainte cette perte à de bonnes propriétés statistiques et est souvent meilleure
qu'une perte l1 ou Huber (Fearnhead and Rigaill (2018)). Les travaux de Bach (2018)
dans le cadre de la régression isotonique montre aussi l'intérêt de ce genre de perte.
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L'algorithme de notre package permet de considérer une grande variété de contraintes.
Ces contraintes sont modélisées sous la forme d'un graphe. À chaque temps t un certain
nombre d'états est possible, ces états sont les n÷uds du graphe. Les transitions entre les
états des temps t et t + 1 sont représentées par les arêtes du graphe. À chaque arête est
associé une contrainte (par exemple µt ≤ µt+1) et une pénalité (éventuellement nulle).

Dans la suite nous présentons d'abord formellement ces graphes de contraintes puis le
problème d'optimisation résolu par le package. Nous illustrons les potentialités de notre
package par des simulations de régression isotonique avec données corrompues. D'autres
exemples (sur données de Chip-Seq notamment) seront présentés lors de la présentation.

2 Graphes des contraintes

2.1 Dé�nition

Le graphe Gn des contraintes est un graphe dirigé acyclique composé:
(1) de n÷uds indicés par le temps t ∈ {1, ..., n} et un état s ∈ {1, ...S};
(2) Tous les n÷uds ont un temps t dans {1, ..., n} à l'exception du n÷uds de départ

v0 = (0, ∅) et du n÷uds d'arrivée vn+1 = (n+ 1, ∅), avec ∅ désignant un état indé�ni;
(3) Les arêtes sont des transitions avec des n÷uds consécutifs "en temps" du type

v = (t, s) et v′ = (t+1, s′) ce qui donne des arêtes de type e = (t, s, s′) pour t ∈ {0, ..., n};
(4) Chaque n÷ud e est associé à une fonction indicatrice Ie : R × R 7→ {0, 1} con-

traignant les moyennes successives µt et µt+1 (par exemple Ie(µt, µt+1) = Iµt≤µt+1) et la
pénalité βe ≥ 0.

Avec notre package nous nous plaçons dans le cas simple où les transitions ne dépendent
pas du temps.

2.2 Quelques exemples

a) Contrainte isotonique. Le graphe est sur la Figure 1 a). Il y a un seul état 0.
Arêtes : une arête de 0 à 0 non pénalisée et contrainte à µt = µt+1 et une arête de 0 à 0
avec une contrainte µt ≤ µt+1 (Ie(µt, µt+1) = Iµt≤µt+1) pénalisée par β ≥ 0.

b) Contrainte haut-bas. Le graphe est sur la Figure 1 b). Il y a deux états 0 (bas) et
1 (haut).
Arêtes : deux arêtes non pénalisées et contraintes à µt = µt+1 de 0 vers 0 et de 1 vers 1;
deux arêtes pénalisées avec contrainte µt ≤ µt+1 de 0 vers 1 et contrainte µt ≥ µt+1 de 1
vers 0.
c) Contrainte haut-isotonique décroissante. Son graphe est présenté sur la Figure
1 c).
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Figure 1: graphes a) isotonique. b) alternance haut-bas. c) alternance haut isotonique
décroissante.

2.3 Chemin et validation des contraintes

Un chemin p ∈ Gn du graphe est une collection de n+2 n÷uds (v0, ..., vn+1) avec v0 = (0, ∅)
et vn+1 = (n + 1, ∅) et vt = (t, st) pour t ∈ {1, ..., n} et st ∈ {1, ...S}. De plus, le chemin
est fait de n + 1 arêtes nommées e0, ..., en avec βen = 0. Un vecteur µ ∈ Rn valide le
chemin p si pour tout t ∈ {1, ..., n − 1}, nous avons Iet(µt, µt+1) = 1 (vraie). On écrira
p(µ) pour dire que le vecteur µ véri�e le chemin p.

3 Formalisation du problème

Nous pouvons maintenant présenter la formalisation du problème de segmentation sous-
contrainte. L'objectif est de minimiser la quantité suivante :

Qn = min
p∈Gn
µ|p(µ)

{
n∑
t=1

(γ(yt, µ) + βet)

}
.

T. D. Hocking et al. (2017) ont montré qu'il est possible d'optimiser cette quantité
par des techniques de programmation dynamique fonctionnelle. L'idée est de considérer
Qn conditionnellement à la valeur θ et à l'état s du dernier point :

Qs
n(θ) = min

p∈Gn|vn=(n,s)
µ|s.c p(µ)
µn=θ

{
n∑
t=1

(γ(yt, µ) + βet)

}
.

Il est alors possible de dé�nir et exploiter une formule de mise à jour permettant de
calculer tous les Qs

n(θ) à partir de tous les Q
s
n−1(θ).
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4 Illustration avec données isotoniques corrompues

Nous illustrons ci-dessous l'intérêt d'utiliser une perte bornée (biweight) dans un cadre de
la régression isotonique. Les simulations de Bach (2018) montrent l'intérêt de ce type de
perte par rapport à la `1 et `2 en présence de données corrompues. Un exemple de résultat
est présenté dans la Figure 2. La perte biweight (rouge) est nettement plus proche du
signal (noir). Nous avons con�rmé ce résultat sur un grand nombre de simulations.

Figure 2: Régression isotonique avec 30% de données corrompues. Il y a n = 105 avec
une variance de 10, le signal est la ligne noire. 30 % des points sont corrompus c'est-à-
dire multiplié par -1 comme dans les simulations de Bach (2018). La ligne orange est le
résultat d'isoreg avec la perte `2, la bleue pointillée le résultat avec la perte `1 reg et la
rouge pointillée la perte biweight pénalisée (on obtient dans ce cas D = 20 segments).

5 Le package gfpop, utilisation et temps de calcul

Nous avons implémenté l'algorithme pour une structure de graphe générique en Rcpp. Le
code est rendu accessible par le package gfpop disponible sur github1. Un exemple de
code R avec notre package est donné ci-dessous pour un graphe de contraintes haut-bas.

n <− 1000
myData <− dataGenerator (n , c ( 0 . 1 , 0 . 3 , 0 . 5 , 0 . 8 , 1 ) , c ( 1 , 2 , 1 , 3 , 1 ) , 1)
myGraph <− graph ( pena l ty = 2∗log (n ) , type = "updown" )
gfpop ( vectData = myData , mygraph = myGraph , type = "gauss " )

De nombreux graphes de contraintes sont possibles. Plusieurs pertes sont disponibles. Le
temps de calcul dépend fortement des contraintes et de la perte utilisée. Par exemple avec

1https://github.com/vrunge/gfpop
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une perte biweight et β = 2 log(n) on a les temps d'exécution moyen sur 10 simulations :

K = 3 (biweight) K = +∞ (`2)
n non contraint isotonique haut-bas non contraint isotonique haut-bas
104 0.027 4.27 0.15 0.019 0.056 0.11
105 0.33 · 1.96 0.18 0.52 1.15
106 6.43 · 37.1 1.88 5.63 12.9
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