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Résumé. Nous proposons une relecture de résultats classiques de la théorie des valeurs
extrémes, que nous étudions grace aux outils que nous fournit la théorie du transport
optimal. Dans ce cadre, nous pouvons voir la normalité des estimateurs comme une
convergence de mesures dans un espace métrique muni de la distance de Wasserstein. Il
s’agit d'une approche par couplage. Soient (X7, ..., X)) et (X7, ..., X}) deux échantillons
i.i.d, nous nous intéressons aux relations qui lient la distance de Wasserstein entre les
mesures empiriques sur les échantillons et la distance de Wasserstein entre les lois qui ont
généré ces échantillons. Ce résultat nous permet de redémontrer la normalité du célebre
estimateur de Hill et de donner une vitesse de convergence.

Mots-clés. Valeurs extrémes, distance de Wasserstein, mesure aléatoire, processus
empiriques.

Abstract. We propose a relecture of classicals results of extreme value theory with
the tools given by the optimal transport theory. The asymptotic normality of estima-
tors is seen as convergence of measures in a metric space endowed by the Wasserstein
metric. This approach relies on coupling method. Let two i.i.d samples (Xj, ..., X,,) and
(X1, ..., X}), we are interested in the investigation about relations between, the Wasser-
stein distance between the empiricals measures on the two samples, and the Wasserstein
distance between the distribution which generate the two samples. We apply this result
to show the normality of the well known Hill’s estimator and give a rate of convergence.

Keywords. Extreme value, wasserstein’s distance, random measure, empiricals pro-
cesses.

1 Généralités sur les espaces de Wasserstein

1.1 La métrique de Wasserstein

Soit (X, d) un espace métrique muni de sa tribu Borélienne. On désignera par M(X)
I’ensemble des mesures de probabilités sur X et on notera ¢, la mesure de Dirac en x.



Définition 1. On définit un couplage entre deux mesures de probabilités P, et P, dans
M(X) comme une paire de variables aléatoires a valeur dans X, définies sur le méme
espace probabilisé, telle que X1 ~ Py et Xo ~ Ps.

Nous pouvons alors définir la distance de Wasserstein d’ordre p € [1, +00] entre deux
mesures Py, P, € M(X) par

Wp(Pl, PQ) = inf{”d(Xl,Xg)HLp . (Xl,X2> couplage entre P1 et PQ},
avec ||Z||r» la norme LPde la variable aléatoire réelle Z,

(E[|Z|P])*? pour 1 < p < o0
121 zr = _
esssup |[Z]  pour p = 0o

Dans le cas simple des mesures de Dirac, nous avons pour x; et x5 dans X.
Wp<5z1 s 5)(2) = d(.’lﬂ'l, Iz).

Dans le cas ou X est la droite réelle, Ambrosio et al.(2008) donnent une formulation
explicite de la distance de Wasserstein.

(P = ([ () - Fm)\pdas);

ou F} et Fy désignent respectivement les fonctions de répartitions de P; et Ps.

1.2 Les espaces de Wasserstein

Nous pouvons définir un sous espace de M(X) par
Wy(X) ={P € My(X) : W,(P,b)},

pour un certain xy € X fixé. Il s’agit de 'espace de Wasserstein d’ordre p sur (X, d). Le
choix de l'origine zy n’a aucun impact sur le définition de ’espace de Wasserstein. En
effet, pour tout point x de X I'inégalité triangulaire nous fournit W,(P,d,,) < oo si et
seulement si W,(P,6,) < oco.

Dans le cas particulier ot X = R? muni de sa norme euclidienne, ’espace de Wasserstein
d’ordre p est simplement ’espace des mesures de probabilités qui admettent un moment
d’ordre p fini. C’est-a-dire

W (RY) = {P € My(RY) : /||:v||pP(da:) < oo}.

Villani (2009) détaille les intéréts de ces espaces. D’ une part, il est possible de comprendre
la convergence en loi de variables aléatoires a valeurs dans X comme la convergence dans



W, au sens de la distance WW,. Plus précisément, si une suite de mesures P}, converge
faiblement dans W, vers une mesure p alors W, (P, P) converge vers 0. La réciproque est
également vraie.

D’autre part certaines propriétés de X sont transférées a son espace de Wasserstein. Si
X est séparable et complet, W, (X) l'est aussi. Il en va de méme pour la compacité.

2 Méthode de couplage en théorie des valeurs extrémes

2.1 Distribution empirique et distance de Wasserstein

Considérons deux échantillons indépendants et identiquement distribués Xi,..., X, et
Xi,..., X¥ n>1, prenant leurs valeurs dans (X, d) et admettant pour distributions Px
et Px« € W,(X), p € [1, 00| respectivement. Nous pouvons définir les mesures empiriques

correspondantes par
1 — 1 —
Hn = — oy, et II¥ = — ) *

Ces mesures peuvent étre vues comme des éléments aléatoires de W,(X), p € [1,00]. On
note Py, et P leurs distributions. On note W,,(Py,,, Pri; ) leur distance de Wasserstein
dans l'espace W, (W, (X)). Dans un souci de clarté des énoncés, nous utiliserons la méme
notation pour la distance de Wassertein que ce soit sur W,(&X') ou sur W, (W, (X)).

Théoreéme 1. Soit p € [1,00]. Si W,(Px, Px+) < 00, alors
Wy (P, Prn:) < W(Px, Px-).
Si, de plus, (X,d) est séparable et complet et p < oo, alors

Wp(PH PH;) - Wp(Px,PX*).

La preuve de ce théoreme repose essentiellement sur la formule de dualité de Kantorovich-
Rubinstein fournie par Villani (2009) qui affirme que pour deux mesures P; et P, dans
W, (X) avec X séparable et complet on a

W,(Py, Py) = sup (/ pd Py —/ godP2>
X X

ol le supremum est pris sur toutes les fonction ¢ qui sont 1-Lipschitz. On peut remarquer
que méme si I’énoncé original demandait que X’ soit polonais, cette dualité reste vraie tant
que le second membre est fini.



2.2 Approximation en Wasserstein dans la méthode ”peaks-
over-threshold”

Ici, nous nous intéressons aux exces d'une loi Px au dessus d’'un seuil élevé que nous
appellerons u. La théorie classique des valeurs extrémes que l'on peut trouver dans le
livre de de Haan et Ferreira (2006) nous affirme que, sous les hypotheéses du premier
ordre, la loi des exces converge vers une distribution de Pareto généralisée.

Nous nous concentrons ici sur le cas ou l'indice des valeurs extréme ~ de la loi de Py est
strictement positif. Ce qui permet de simplifier les conditions du premier ordre en

Ultx)
i U(1)

avec U(t) = F< (1 —1/t). Et la loi des exces converge alors vers une loi de Pareto.

=z7, x>0,

d
Py-1x|1x>u — Pa, pour u — oo,

avec P,(x) = =%, = > 1,la distribution de Pareto d’indice « = 1/ > 0. Comme la

distribution de Pareto a pour support [1,+00) et des moments d’ordre p < « fini, il est
naturel d’introduire la distance logarithmique

d(z,2") = |log(x) —log(2")[, z,2' €[1,00].
De plus, dans le but d’étudier les vitesses de convergence, il est habituel d’introduire les

conditions du second ordre qui s’expriment comme suit

U(tx)
U®) -z B vxp— 1

e O

, x>0

avec le parametre p < 0 et la fonction A positive, a variations régulieres d’indice p a
Iinfini et tendant vers 0.

Proposition 1. Sur X = [1,00) muni de la distance logarithmique d, la distance de
Wasserstein
Ap(t) := dw, (1,00 (Puy-1x)x>0 (1) Pa)
entre la distribution des exceés normalisés et la distribution de Pareto est donnée par
00 U(t'z)
Ap(t) = (1 fos 2%

U(t'z
SUp,~ ‘log %(t,))

P\ P
x—g) for1<p< oo

forp=o0

avec t' =1/(1 — F(U(t))). De plus sous les conditions du second ordre, on a

oo lwr 1P VP
o[ (FIT2)" apenad
Pl A(t) = ﬁ sip=o0 et p<0,
+00 sip=o00 et p=0.



Si la fonction de répartition de X est continue, on peut alors choisir ¢’ = ¢t. Dans tous
les cas, t et ¢’ sont équivalents en l'infini et U(t) = U(t').
Sous les conditions du premier ordre, A, est continue par morceaux sur |1, +o00[ et admet
un nombre fini de discontinuités qui sont toutes de premiere espece. Ainsi A, est bornée
sur tout intervalle de la forme [1 + ¢, +00[ avec € > 0. De plus, A, tend vers 0 en l'infini.

2.3 Application a I’estimateur de Hill

Soit (X7, ...X,) un échantillon de loi Px d’indice des valeurs extrémes . Nous souhaitons
appliquer la méthode de couplage pour estimer 7. Nous utilisons 'estimateur de Hill
basé sur les k plus grandes statistiques d’ordre. Dans le cas v > 0 l'estimateur de Hill

s’exprime
~ Hzll 1 n+1 —in
n k k :

nkn

Pour prouver la convergence de cet estlmateulr7 nous le regarderons sur le modele Pareto
limite et nous controlerons 'erreur grace a la distance de Wasserstein entre la mesure

empirique des exces
TL, k E 6Xn+1 i;n

Xn— kin

et la mesure empirique d’un échantillon (X{‘, ., X) 1id de loi Pareto de parametre

a=1/y }
1

HILL

Montrer la normalité asymptotique de ~,’; " revient a montrer la convergence vers 0 de

WP ippre— N (0,7).

Avec 4 lestimateur de Hill défini sur 1’échantillon Pareto (X7, ..., X¥).
Ce qui revient, par inégalité triangulaire, a controler séparément les deux termes

W (P N(0,7%)) et Wy(P VEGELy Py )

=)

Le premier terme peut facilement étre majoré par la méthode de Stein détaillée par Ross
(2005). Alors que le second peut étre controler grace au couplage.

Théoréme 2. Soit X = [1,+oo[ muni de la distance logarithmique. Alors pour p €
1,4+l et 1 <k<mnona

1\ dt dz\"?
WP(PHn,IwPH*) nk‘ :(/ / ‘ sz ‘Bn kk+1<1—¥>t—2§)
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Ces résultats nous fournissent la borne suivante

~ 2 v
Wl Pymrse_y N (0,7%) < VEAyn, k + (4 + 3\/;> N

On a donc la normalité de Uestimateur de Hill des que k& = k(n) vérifie les conditions
classiques en extréme

k — oo, E—>O et \/E/ipn,k;—>0.
n

Ce théoreme énoncé comme tel ne permet, en réalité, pas de conclure. En effet la con-
vergence vers 0 de flpn,k n’est pas assurée de facon théorique. En effet, pour avoir
convergence de la borne il faut s’assurer que X soit "loin” de 1. On peut donc soit établir
le théoreme sur X')[1 + ¢, +-00[ ou alors s’intéresser & W, (P, ,|x>11, Piry). Dans la pra-
tique, cela ne pose aucun probleme, car nous nous intéressons a des valeurs extrémes pour
x qui seront, de fait, loin de 1.

L’estimation de l'indice des valeurs est un premier pas dans l'utilisation de telles
méthodes de couplage en théorie des valeurs extrémes. Elle nous permet, dans un travail
en cours, de généraliser le modele des extrémes hétéroscedastiques de Einmahl, de Haan
et Zhou (2016).
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