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Résumé. Au cours d’une épidémie, certains pathogènes viraux subissent une évolution
rapide, si bien que les pressions évolutives liées à leur propagation se reflètent dans leur
génome. Retrouver les traces moléculaires de ces processus de transmission est l’un des
objectifs traditionnels du champ de la phylodynamique. L’évolution de traits quantita-
tifs viraux, comme la position géographique ou la virulence, a été relativement moins
étudiée. Les méthodes comparatives phylogénétiques ont pour but d’étudier la distribu-
tion de traits quantitatifs au sein d’un ensemble d’organismes non indépendants, liés par
une histoire évolutive partagée. Conditionnellement à cette histoire, les traits observés
peuvent être vus comme le résultat d’un processus stochastique courant sur les branches
d’un arbre phylogénétique. On décrit ici un cadre d’inférence bayésienne pour l’étude de
ces modèles d’évolution. Celui-ci repose sur une méthode de type MCMC, rendue possible
grâce, d’une part, à une procédure d’échantillonnage non biaisée de l’espace contraint des
paramètres du modèle, et, d’autre part, à une méthode de calcul efficace de la vraisem-
blance, qui exploite la structure arborescente du problème. La méthode proposée peut
s’appliquer à une large gamme de processus stochastiques gaussiens, rendant possible une
modélisation fine des divers processus biologiques mis en œuvre. Elle est implémentée au
sein du logiciel d’inférence phylogénétique BEAST, et permet, à titre d’exemple, de jeter
un regard nouveau sur le problème de l’héritabilité de la virulence du VIH.

Mots-clés. Méthodes bayésiennes, Statistique computationnelle, Statistique des pro-
cessus, Biostatistique.

Abstract. During the course of an epidemic, many viral pathogens are known to
evolve rapidly, leaving an imprint of the pattern of spread in their genomes. Uncovering
the molecular footprint of this transmission process is a key goal of phylodynamic infe-
rence. Less focus has been put on the evolution of quantitative traits of viruses, such as
geographical location or virulence. The goal of Phylogenetic Comparative Methods is to
account for a shared evolutionary history among a set of non-independent samples. Condi-
tioning on such an history, the observed traits can be seen as the result of a stochastic
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process running on the branches of a phylogenetic tree. We propose a Bayesian inference
framework for the study of this flexible model. Using a MCMC based method, it relies on
the efficient sampling of the constrained parameters of the model, and takes advantage of
the tree structure for fast likelihood computations. It encompasses a wide family of Gaus-
sian processes, allowing for fine-grained modelling of trait evolution of various biological
systems. We implemented this new approach in the phylogenetic software BEAST, and
applied it to the study of heritability of virulence in HIV.

Keywords. Bayesian methods, Computational statistics, Stochastic processes, Bio-
statistics.

1 Modèles d’évolution de traits quantitatifs

Inférence phylogénétique bayésienne. La phylodynamique s’intéresse aux processus
épidémiologiques et environnementaux qui influencent l’évolution de pathogènes au cours
d’une épidémie. Lors du suivi de la maladie, on recueille typiquement deux types de
données au cours de l’échantillonnage : les séquences moléculaires datées S, et un certain
nombre de traits quantitatifs Y liés aux caractéristiques du virus, comme la position
géographique ou la virulence. Le but de l’inférence statistique est alors d’obtenir des
informations sur l’arbre phylogénétique T liant les n espèces échantillonnées entre elles,
ainsi que sur les paramètres θ des processus d’évolution des caractères quantitatifs. Dans
une perspective bayesienne, on cherche à obtenir des informations sur la loi a posteriori
p (θ, T | Y,S) . L’hypothèse fondamentale que l’on fait ici est que, conditionnellement
à l’arbre T , les séquences S et les traits Y sont indépendants. Cette indépendance
conditionnelle permet de séparer l’inférence en deux problèmes distincts, en écrivant :

p (θ, T | Y,S) ∝ p (Y,S | θ, T ) p (θ, T ) = p (Y | θ, T ) p (θ)× p (S | T ) p (T ) (1)

Le deuxième terme de ce produit porte sur l’inférence phylogénétique classique à partir
des séquences moléculaires. Ce problème a reçu beaucoup d’attention ces dernières années,
et il existe de nombreux modèles et méthodes bayésiennes pour l’étudier (Suchard et al.,
2018). On s’intéresse ici à l’étude du premier terme du produit, portant sur les traits
quantitatifs. L’écriture ci-dessus nous permet de supposer dans toute la suite, sans perte
de généralité, que l’on raisonne conditionnellement à un arbre T fixé.

Méthode Comparatives Phylogénétiques (MCP). Le but des MCP est précisé-
ment d’étudier les traits quantitatifs d’organismes non indépendants, liés par une histoire
évolutive commune, représentée par un arbre phylogénétique. Les MCP sont principale-
ment développées en écologie et macro-évolution (Pennell & Harmon, 2013), mais leur uti-
lisation a également été proposée plus récemment pour l’étude de pathogènes à évolution
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rapide (Alizon et al., 2010). À arbre fixé, ces méthodes modélisent l’évolution des traits
quantitatifs au cours du temps par un processus stochastique courant sur les branches de
l’arbre (voir figure 1). Lors d’une spéciation (à un embranchement), le processus se divise
en deux processus indépendants et de même loi. Le processus stochastique est choisi pour
refléter les caractéristiques biologiques de l’évolution du système.

Mouvement brownien (MB) multivarié. Le MB de dimension p dépend de deux
paramètres : la valeur ancestrale µ, et la matrice de variance R. La covariance entre les
traits k et l aux feuilles i et j est le simple produit entre le temps d’évolution partagé
Vij (voir fig. 1), et la covariance Rkl : Cov [Yik;Yjl] = VijRkl. La loi jointe de la matrice
d’observations Y (taille n× p) peut ainsi s’écrire comme une gaussienne matricielle :

Y ∼MN
(
µ1Tp ,V,R

)
. (2)

Cette factorisation de la variance, qui découle de l’indépendance des incréments du MB,
en rend l’inférence plus aisée. Cependant, cette même indépendance rend le MB inapte à
modéliser des phénomènes de sélections qui peuvent influencer l’évolution des traits.
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(a) Arbre calibré en temps. V45 est le temps
d’évolution partagé entre les espèces 4 et 5.
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(b) Variation du trait en fonction du temps.
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Figure 1 – Arbre phylogénétique liant les organismes mesurées (gauche), et modélisation
de l’évolution d’un trait par un MB (droite). Les couleurs des deux figures sont assorties.

Ornstein-Uhlenbeck (OU) multivarié. L’OU présente un mécanisme de rappel vers
une valeur centrale β, interprétée comme la valeur optimale des traits dans un environne-
ment donné. La dynamique de rappel est contrôlée par la matrice de force de sélection A,
que l’on suppose dans toute la suite diagonalisable dans R avec des valeurs propres stricte-
ment positives (A = PΛP−1 avec λk > 0). Les traits évoluent au cours du temps d’après
l’équation différentielle stochastique : dXt = A(β −X)dt+ R1/2dBt. Des exemples de la
partie déterministe de l’équation pour différentes formes de A sont présentés figure 2. La
loi jointe des observations Y est gaussienne, mais ne peut pas se factoriser comme pour
le MB. Les moments des vecteurs-lignes YT

i sont donnés par :

E [Yi] = µe−AVii + β(1− e−AVii) Cov [Yi; Yj] = P
[
Wij �P−1RP−T ]PT (3)
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où � est le produit de Hadamard, et Wij =
[

1
λk+λl

e−λkViie−λlVjj
(
e(λk+λl)Vij − 1

)]
1≤k,l≤p

.
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(c) A diagonalisable dans R.

Figure 2 – Dynamiques de rappel à la moyenne pour différentes formes de A. Première
ligne : champ de vecteurs induit par l’équation différentielle déterministe. La base P
est représentée en rouge. La trajectoire de µ = (0, 0) à β = (0.5, 0.5) est tracée en
bleu. Seconde ligne : effet sur l’espérance de traits échantillonnés aux feuilles d’un arbre
parfaitement étagé. La partie stochastique n’est pas représentée.

2 Inférence bayésienne des paramètres

Métropolis-Hasting dans un espace contraint. En utilisant la décomposition (1),
on cherche à échantillonner les paramètres θ = (µ,R,β,A) dans la loi a posteriori. Grâce
à sa loi factorisée (2), il est possible pour le MB d’utiliser un échantillonneur de Gibbs, en
prenant des lois a priori conjuguées pour les paramètres, à savoir une loi inverse-Wishart
pour R, et, conditionnellement à celle-ci, une loi normale pour µ. Un tel échantillonneur,
qui a l’avantage de ne proposer automatiquement que des matrices symétriques définies
positives, n’est pas possible pour l’OU, dont la loi est plus complexe. Pour échantillonner
dans l’espace contraint des paramètres, on peut alors utiliser une transformation qui met
cet espace en difféomorphisme avec Rq, où q est le nombre de paramètres libres. Il suffit
ensuite de corriger le ratio d’acceptation de Métropolis-Hasting par le jacobien de cette
transformation. On présente dans la suite deux transformations pour R et A.
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Échantillonnage de la variance. On utilise ici une version modifiée de la transforma-
tion proposée par Lewandowski et al. (2009), dont on donne une présentation originale,
inspirée par la méthode utilisée dans Stan (2017). La première étape est de décomposer la
variance en une matrice de corrélation et une matrice diagonale de variance : R = DCD,
où C est symétrique définie positive d’éléments diagonaux tous égaux à 1. On utilise
ensuite la décomposition de Cholesky de C = WWT , avec W triangulaire supérieure,
d’éléments diagonaux strictement positifs, ce qui assure l’unicité. Il est alors facile de
voir que chaque colonne de W est de norme euclidienne égale à 1. Échantillonner W
revient donc à échantillonner p− 1 vecteurs de dimensions k = 1, . . . , p− 1 dans la boule
unitaire ouverte. Le cœur de la transformation dite LKJ est alors le difféomorphisme
entre le pavé ]−1 , 1[k et la boule unitaire euclidienne, donnée, pour 1 ≤ i ≤ k, par :
LKJi(z) = zi

∏i−1
k=1

√
1− z2k (où le produit vide est pris égal à 1). Une transformation

de Fisher (ou arc tangente hyperbolique) permet enfin de se ramener à Rk pour chaque
vecteur-colonne. Pour compléter cette transformation, on peut alors mettre comme loi a
priori sur chaque vecteur-colonne une loi bêta sphérique, ce qui revient à utiliser une loi
dite LKJ sur la matrice C.

Échantillonnage de la force de sélection. On utilise la décomposition A = PΛP−1,
en imposant les conditions suivantes pour assurer l’unicité : (a) les valeurs propres sont
distinctes deux à deux et classées dans l’ordre croissant (λk < λl pour tout 1 ≤ k < l ≤ p)
et (b) les vecteurs propres sont de norme 1, et de dernière composante strictement positive.
La condition (a) est respectée facilement en échantillonnant le logarithme des différences
de valeurs propres. Pour la condition (b), on peut utiliser la même transformation LKJ
que précédemment, qui lie la boule unitaire à Rp−1.

Calcul efficace de la vraisemblance. L’algorithme de calcul de la vraisemblance re-
pose sur l’observation que, pour l’OU comme pour le MB, la loi conditionnelle Xi

∣∣ Xpa(i)

d’un nœud de l’arbre i sachant son père pa(i) est une gaussienne N
(
qiXpa(i) + ri, Σi

)
,

où qi est une matrice inversible de taille p × p, et Σi une matrice de variance. Pour un
MB, on a par exemple : qi = Ip, ri = 0p et Σi = `iR, où `i est la longueur de la branche
entre i et son père. Cette écriture permet de calculer la vraisemblance en un seul parcours
de l’arbre, des feuilles vers la racine (Bastide et al., 2018). Un grand nombre de processus
gaussiens, comme le MB ou l’OU intégrés, peuvent entrer dans ce cadre général. De plus,
cette écriture permet de prendre en compte facilement des erreurs de mesures ou autres
variations environnementales influençant les espèces mesurées de manière indépendantes,
en ajoutant simplement une couche d’incertitude gaussienne aux feuilles de l’arbre.

Implémentation. On propose une implémentation efficace de cette procédure dans
le logiciel d’inférence phylogénétique BEAST (Suchard et al., 2018). L’intégration de la
méthode à cette plateforme permet de bénéficier de tous les outils disponibles dans celle-ci,
et en particulier d’intégrer sur l’espace des arbres, en utilisant la décomposition (1).
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3 Application à l’étude de la virulence du VIH

Présentation du problème. Les MCP ont été proposées pour étudier la virulence du
VIH, telle que mesurée par le taux de déclin des cellules CD4 et par la charge virale
de plateau (set point viral load, Alizon et al., 2010). Une virulence trop faible ou trop
forte pouvant nuire à la propagation du virus, on s’attend à ce que celle-ci suive un OU.
En phylogénie, l’héritabilité est définie comme le ratio de la variance strictement liée au
modèle de propagation du trait sur l’arbre sur la variance totale, incluant les variations
environnementales indépendantes. Les études précédentes de la questions ont donné des
estimations très variables, allant de 50 à 6% (Blanquart et al., 2017).

Résultats préliminaires. Appliquée au jeu de données présenté dans Blanquart et al.
(2017), la méthode donne des résultats mitigés. Une procédure d’estimation de la vraisem-
blance marginale nous permet de préférer l’OU au MB pour modéliser l’évolution de la
virulence. On trouve cependant que les intervalles de crédibilité des différents paramètres,
y compris l’héritabilité, sont très large, en accord avec la littérature. Ce peu de résolution
pose la question de la définition même de l’héritabilité, pour laquelle un consensus manque
encore pour ce type de méthodes appliquées en virologie (Mitov & Stadler, 2018).
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