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Résumé. Une nouvelle classe de mélange Poisson-exponentiel-Tweedie (PET) est
introduite dans le cadre des modeéles linéaires généralisés pour ’analyse des données
de comptage ultra-surdispersées. Le modeéle proposé est équivalent aux modéles
exponentiels-Poisson-Tweedie issus des sommes géométriques de variables Poisson-
Tweedie. A cet égard, les modeles PET englobent les versions géométriques des
modeles Hermite, de Neyman Type A, de Pélya-Aeppli, de négative binomiale et
de Poisson inverse Gaussienne. La géométrique décalée a zéro est considérée comme
la distribution de référence. Des propriétés, dans les modeles PET, des nouveaux in-
dices relatifs des phénomenes de dispersion et de zéro-inflation sont alors établies. Les
modeles de régression correspondants sont ajustés par I’approche de quasi-vraisemblance.
Les performances de ces modeles sont illustrées sur des données réelles dans les do-
maines de la fiabilité et de I’assurance.

Mots-clés. Indice de dispersion relatif, modéle linéaire généralisé, quasi-vraisemblance,
zéro-inflation relatif

Abstract. A new class of Poisson-exponential-Tweedie (PET) mixture is introduced
in the framework of generalized linear models for analysing ultra-overdispersed count
data. The proposed model is equivalent to the exponential-Poisson-Tweedie models
arising from geometric sums of Poisson-Tweedie random variables. In this respect, the
PET models encompass the geometric versions of Hermite, Neyman Type A, Pélya-
Aeppli, negative binomial and Poisson inverse Gaussian models. The zero-shifted
geometric is presented as the reference count distribution. Some properties, into the
PET models, of new relative indexes of dispersion and zero-inflation phenomena are
established. The corresponding regression models are fitted by the quasi-likelihood
approach. Illustrative practical applications on real count datasets in the reliability and
insurance fields are analyzed.
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1 Introduction

Dans l'analyse des données de comptage, la présence d’au moins une surdispersion
ou d'un exces de zéros mérite une attention particuliere pour le choix du modele de
comptage (par exemple, Hinde et Demétrio, 1998). Le phénomene de surdispersion se
manifeste généralement par le zéro-inflation et/ou la queue lourde. Les deux mesures
sont effectuées par rapport a la distribution de Poisson et a la négative binomiale qui
sont utilisées pour modéliser ces types de jeux de données de comptage. De nombreux
modeles ont été construits en combinant et en mélangeant la distribution de Poisson ;
voir, par exemple, Kokonendji et al. (2004) et Bonat et al. (2018). Le but de cet article est
de fournir des réponses aux trois questions suivantes. Comment procéder lorsque le
degré ou le niveau de surdispersion est trés élevé ? Devrions-nous relativiser sa mesure
par rapport a une autre distribution de comptage de référence que la distribution de
Poisson ? Comment construire une nouvelle famille de modéles de comptage ultra-
surdispersés ?

De maniere analogue aux modeles exponentiels de dispersion (Jorgensen, 1997),
les modeles géométriques et discrets de dispersion ont été introduits ultérieurement
par Jorgensen-Kokonendji (2011, 2016) en tant que modéles de dispersion pour les
sommes géométriques et pour les variables de comptage, respectivement. Une classe
importante basée sur ces modeles est représentée comme

G
Y = Z PT, (1)
=1

ou PTy,PT,,... sont indépendants et identiquement distribués (iid) comme PT, une
variable aléatoire Poisson-Tweedie (Kokonendji et al., 2004), et G est une variable
géométrique, indépendante de PT. Abid et al. (2018b) ont caractérisé les sommes
géométriques des modeles de Tweedie pour I'analyse de données continues et semi-
continues. La représentation (1), également considérée comme un mélange exponentiel
de modeles PT, conduit a appeler de tels modeles exponentiel-Poisson-Tweedie ou
aussi Poisson-exponentiel-Tweedie (PET), en indiquant que ce type de modele traite
les données de comptage. La classe de PET présente une variance de la forme

VarY = m + m?* + ¢, 2)

oum = EY, ¢ et p sont les parametres de Tweedie.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle classe de modéles linéaires généralisés
(McCullagh et Nedler, 1989) pour traiter les données de comptage ultra-surdispersées.
La section 2 est consacrée aux modeles PET pour p > 1 et aux propriétés des indices
de dispersion et de zéro-inflation relatifs a la géométrique décalée a zéro. La section
3 présente le modele de régression pour les PET. La section 4 résume des applications
intéressantes du modele considéré et une conclusion est donnée en Section 5.



2 Modeéles Poisson-exponentiel-Tweedie (PET)

Nous étudions les propriétés des modeles Poisson-exponential-Tweedie (PET), en ten-
ant compte du modele mélange équivalent. La famille PET est donnée par la formula-
tion hiérarchique suivante

Y|Z ~ Poisson(Z), Z ~ Tw,(Xm, X' 7¢) et X ~ Exp(1). (3)

ou Exp(A), Poisson(A) et Tw,(A, 1) désignent la distribution exponentielle de parameétre
A, la distribution de Poisson de parametre A et la distribution Tweedie (Tweedie, 1984)
demoyenne A, de parametre de dispersion ¢ et de parametre de puissance p, respective-
ment. Les versions géométriques (1) de la classe PT se réduisent a une représentation
de mélange exponentiel (Abid et al., 2019a ; proposition 2.4) en tant que

X ~ Exp(1), [YIX]|Z ~ Poisson(Z) et Z ~ Tw,(Xm, Xl_”qf)). 4)

Pour les deux modeles (3) et (4), il faut p > 1 pour que Z soit positive. La proposition
suivante souligne le fait que ces deux processus aléatoires généerent le méme modéle
que nous allons explorer dans le reste du document.

Proposition 2.1 Soient Y, et Y, deux variables aléatoires définies par (3) et (4), respectivement.
Alors:

(i) Yy et Y, ont la méme distribution donnée par
“ [ exp{—zx]z¥ -
P(Y, =y) = TTwp(mx, ox P (z)dzdx =P(Y, = y).
0 Jo :

(ii) Nous avons (2) pour Y =Y; = Y,.

Cette classe est notée PETw,(m, ¢) pour p € {0} U (1, 00) et m € (0, 00). Un cas particulier
inclut la négative binomiale pour p = 2 avec la relation variance-moyenne 1 + (1 + ¢)m?.

Calculer l'indice de P-dispersion, en relation avec la distribution de Poisson (P),
constitue généralement la premiére étape dans I’analyse des données de comptage. Un
autre indice caractéristique est le P-zéro-inflation, défini comme la proportion des zéros
observés par rapport a ceux de la distribution de P.

VarY
P-DI =
EY

et P-ZI = EY +logP(Y = 0). (5)

La P-DI indique une surdispersion pour P-DI > 1, une sous-dispersion pour P-DI < 1
et une équidispersion pour P-DI = 1. Le P-zéro-inflation indique une inflation pour
P-ZI > 0, une déflation pour P-ZI < 0 et P-pas exces de zéros pour P-ZI = 0. Cependant,
comme nous nous intéressons a un phénomene d’ultra-surdispersion, il est naturel
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de considérer la négative binomiale unitaire qui est la géométrique décalée a zéro
(Gp) comme modele de référence alternatif. En effet, nous définissons les indices Gg-
dispersion (G- DI) et Gy-zéro-inflation (Gp-ZI) comme mesure de départ par rapport
au modele Gy par

VarY

Go Dl = By EYy

et Go-ZI =log(1 + EY) +logP(Y = 0).

Au vu de ces indices, la distribution Gy correspond toujours a Gy-DI = 1, tandis qu’une
distribution avec Gy-DI > 1 est Gy-surdispersée et une distribution avec Gop-DI > 1 est
Go- sousdispersée. De plus, les valeurs Gy-ZI > 0 expriment Gy-zéro-inflation, alors
que Go-ZI < 0 implique Go-zéro-déflation.

Proposition 2.2 Le PET est surdispersé et zéro-inflaté par rapport a P et Gy, respectivement.

Tous les modeéles de régression PET sont congus pour traiter les données Gy-surdispersées
pour ¢ > 0. La seule restriction a avoir un modele significatif est que VarY > 0, c’est-
a-dire ¢ > —m** — m'"?. En conséquence, les modeles PET peuvent étre étendus pour
traiter les données Gy-sousdispersées.

Référence Puissance Caractéristiques Dispersion
P/ Gy - Equi / Equi -
Géométrique Hermite p=0 Sur, sous ¢s0

[ N’existe pas ] O<p<l - -
Géométrique Neyman Type A p=1 Sur, sous, Z1 ¢sO0
Géométrique Poisson Poisson composé 1 <p <2  Sur, sous, ZI ¢sO0
Géométrique Polya-Aeppli p=15 Sur, sous, ZI ¢s0
Négative binomiale p=2 Sur, sous ¢s0
Géométrique Poisson positif stable p>2 Sur, HT ¢ >0
Géométrique Poisson inverse Gaussienne — p =3 Sur, HT ¢ >0

Table 1: Modeles de référence et caractéristiques dominantes par rapport aux P et Gy.
HT désigne la queue lourde.

3 Modéeles de régession PET

Considérons un jeu des données transversales, (y;,x;), i = 1,...,n, ot y; sont des
observationsiid de Y; ~ PETw,(m;, ) et x; est un vecteur (Q X 1) de covariables connues.
Ainsi, ’espérance et la variance sont données respectivement par

E(Y)) = m; = exp(x ) (6)
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Var(Y)) = m; + m? + om! =V, 7)

ol f§ est un vecteur de coefficients de régression inconnus. On utilise ici la fonction lien

logarithme dans (6), mais toute autre fonction de lien appropriée pourrait étre adoptée.

Le modele de régression PET est alors paramétré par @ = (87, y")", avec y = (¢, p).
D’apres Jorgensen-Knudsen (2004), la fonction de quasi-score pour f a la forme

8 - d -
V(B y) = [ o il(yi_ Z s il(yi—mi)},

avec dm;/df; = m; pour j = 1,...,Q. La fonction d’estimation de Pearson pour ¢ et p
est donnée par

n avl—l n avl—l
lvb)’(ﬁ'y) = [_ ; 8qb { T mi)z - Vi}/_ Z ap {(yl - mi)z - Vl}] .

i=1

Soit (E,% la solution du systeme d’équations ¢,,(B,y) = 0 et (B, y) = 0, 'algorithme
est fourni par : g = g — Sgltpﬁ(ﬁ(l),)/(i)) et y+D = 0 — a5;1¢y(ﬁ(l+l),)’(i)), ol

- v, vy
Fbﬁ] (ﬁ y Z miXijVi_lxikmi et Sij = ¢V/(ﬁ ‘y) _Z Vi/

Sg,
ﬁ]k ﬁ g ,)/k

tels que y; et y, désignent ¢ ou p, et donnant

S :( = Y (m! V)2 —Z?zl{q)m?”log(mi)}/v%)
Y \= X om? log(m)}/ V= Lo {¢m! log(my)/ Vi)

4 Simulations et exemples d’applications

Pour explorer la flexibilité du modele de régression PET, nous présenterons une étude
de simulation. Les résultats montrent que le biais et I’erreur standard tendent vers 0
lorsque la taille de1’échantillon augmente. Aussi, pour tous les scénarios de simulation,
les taux de confiances empiriques sont proches du niveau nominal.

Nous présenterons deux exemples pour illustrer ’application des modeles PET. Le
premier concerne le nombre d’accidents automobiles. Les indices de dispersion estimés
indiquent une surdispersion par rapport a la distribution de P et une équidispersion
par rapport a la distribution Gy. Le deuxieme exemple porte sur le nombre d’actions
d’entretien pour des batiments. Ces données illustrent les cas de surdispersion et
d’inflation élevées par rapport a la distribution de P.



5 Remarques finales

Dans ce travail, nous avons présenté la nouvelle distribution de PET pour traiter les
données de comptage ultra-surdispersées. Nous avons ensuite introduit les modeles
de régression PET dans le cadre des modeéles linéaires généralisés. De plus, nous avons
adopté une approche par fonction d’estimation pour l'estimation et I'inférence basée
uniquement sur des hypotheses de moment de second ordre. Etendre le modeéle pro-
posé aux données de comptage multivariées ultra-surdispersées, avec de nombreuses
applications pour l’analyse de données longitudinales et spatiales est en préparation.
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