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Résumé. Dans un article récent, les modeles VARMA a coefficients dépendant du
temps t mais pas de la longueur n de la série, ou tdVARMA, ont été étudiés. Lors des
journées de statistique de 2017, une nouvelle théorie asymptotique assez générale a été
proposée pour 'estimation paramétrique des processus stochastiques a temps discret, non
nécessairement stationnaires et ergodiques. Nous appliquons ici ces résultats aux modeles
tdVARMA ™ o les coefficients peuvent (mais ne doivent pas) dépendre de n, et aussi la
matrice de covariance des erreurs. Contrairement a ’approche des processus localement
stationnaires, les coefficients ne doivent pas dépendre de ¢/n et il n’est pas exigé qu'ils
soient des fonctions lisses du temps. Les aspects numériques et pratiques de I'estimation
sont également discutés. Enfin, nous traitons le modele tdVMA®™ d’ordre 1 qui représente
un cas particulier de tdVARMA (™| olt nous vérifions que les hypotheses de la théorie sont
satisfaites et pour lequel des résultats simulés sont présentés.

Mots-clés. Processus non stationnaire, série chronologique multivariée, modeles vari-
ant avec le temps.

Abstract.

In a recent paper, VARMA models with coefficients dependent on time ¢ but not
on the time series length n, or tdVARMA, have been studied. During the ”Journées de
statistique 2017”7, a new rather general asymptotic theory was proposed for the parametric
estimation of stochastic processes in discrete time, not necessarily stationary and ergodic.
We apply here these results to tdVARMA (™ models where the coefficients can (but don’t
need to) depend on n, and also the covariance matrix of the errors. Contrarily to the
approach of locally stationary processes, the coefficients do not need to depend on t/n
and it is not required that they are smooth functions of time. The numerical and practical
aspects of estimation are also discussed. Finally, we treat a particular case of tdAVARMA ™
model with a tdVMA®™ of order 1 where we verify that the assumptions of the theory are
satisfied and for which simulation results are presented.
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1 Introduction

Dans 'article récent de Alj et al. (2017), les modeles VARMA a coefficients dépendant
du temps ¢t mais pas de la longueur n de la série, ou tdVARMA, ont été étudiés. Lors
des journées de statistique de 2017, une nouvelle théorie asymptotique assez générale
a été proposée par Azrak et Mélard (2017) pour l'estimation paramétrique des proces-
sus stochastiques a temps discret, non nécessairement stationnaires et ergodiques. Elle
corrige, améliore et étend aux processus multivariés ce qui a été proposé par Azrak et
Mélard (2006). Nous appliquons ici ces résultats aux modeles tdVARMA®™ ou les coef-
ficients peuvent (mais ne doivent pas, contrairement a Dahlhaus, 2000) aussi dépendre
de n. Contrairement a 'approche des processus localement stationnaires, les coefficients
ne doivent pas dépendre de t/n et il n’est pas exigé qu'ils soient des fonctions lisses du
temps. Ceci généralise les résultats de Alj et al. (2017) & ces modeles tdVARMA ™.

Les aspects numériques et pratiques de I’estimation sont également discutés. L’algorithme
AJM2 utilisé est basé sur une modification de I’algorithme de Alj et al. (2016). Enfin, nous
traitons aussi le modele tdVMA (™ (1) qui représente un cas particulier de tdVARMA ™ (p, q),
avec p = 0 et ¢ = 1 ol nous vérifions que les hypotheses de la théorie sont satisfaites et
pour lequel des résultats simulés sont présentés.

2 Modeles tdVARMA "

Considérons la famille des variables aléatoires :I:IE") avec t < n, n € N, a valeurs dans R”
et définies sur 'espace de probabilité (2, F, Pp). Sa distribution dépend d’un vecteur 6 =
(01, ...,0,,)T de parametres. Soient Ey(.) et Fy(./.) I'espérance et 'espérance conditionnelle
sous Py. La vraie valeur de  est notée 6° = (€9, ...,6° )T, Un modele tdVARMA ™ d’ordre
(p, q), noté tdVARMA ™ (p, q), de moyenne 0, est défini par I’équation

p

q
o =3 AP O3 + g O)e + > B (0)g"(0)erj, (1)
j=1

i=1

ou p et ¢ sont des entiers positifs, {¢;, : ¢ € N} est un processus bruit blanc constitué
de vecteurs aléatoires indépendants, de moyenne 0, de matrice de covariance ¥ inversible
r x r, et ol les coefficients Ag?)(Q), i=1,...p, Bf})(e), j=1,..q, et g§”)(9) sont des
matrices r X r, fonctions déterministes du temps ¢, de n et de #. Notons que X est considéré
comme un parametre de nuisance. Pour la théorie, les valeurs initiales xgn),t < 1, et €,
t < 1, sont égales a 0. Soit {F; : t € N} la suite de sous-sigma-algebres de F' avec F;
généré par {e, : u = 1,2,...,t}. Supposons que k := E (vec(ee; ) vec(eef )*') ne dépend
pas de t, pour la simplicité.

Notons e{™ () le résidu en ¢, cest-a-dire e\ () := 2\ — Ep(2\™ /F,_1) et 2 (6) :=
Eo[el(0)eMT(0)] = ¢{™(0)g!™T (6), supposée inversible. On a /™ (6°) = g™ (6°)e,.
L’estimation est réalisée en maximisant la quasi-vraisemblance gaussienne, ce qui revient



3 minimiser la somme de ™ (6) = log(det(Z{™(8))) + €T (O)S 7 (8)el™ (6) pour t =
1,...,n.

Comme pour Alj et al. (2017), nous utiliserons les coefficients des expressions au-
torégressive pure et moyenne mobile pure des processus tdVARMA®™) | respectivement

o) = S0 + e00), ol = e(0) + S v ()", (6), dont les coefi-
cients sont calculables par récurrence, v01r Melard (1985). Cette derniere relation donne
pour 0 = 69 : ) = gt € + ZZ lﬂbﬁf gt kEt k> OU gt( Y= gt (90) et wtk = YSZ)(HO)

Ceci permet surtout d’écrire des expressmns pour les dérivées des e, )(6) par rapport a
6 jusqu’a lordre 3, comme par exemple Oe;" ( )/00; = Zk lwmk (0, Ho)gtnket k. Posons
fh 1= g (6°,6°).

Considérons un cas particulier de (1) pour p = 0, ¢ = 1, un processus tdVMA™ (1),
avec B (0) := BY(0) et B™ = BM™(6°). Nous avons 73" (0) = (=1)* [0 B™)(0),
k=1,...t—1, et 05(0) = BM™(8), 57 (0) = 0, k > 1. Notons B = [T+ B™) et
Bt(n)[o] = I,. Des lors, pour ¢t =1, ...,m,
aB""1(9)

00;

R
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3 Hypotheses et résultats asymptotiques

Les hypotheses sont similaires a celles de Alj et al. (2017), sauf que la plupart des symboles
comportent ™. Voici les principales hypotheses :

(i) les matrices A (6), ny)(e) et g™ (8) sont trois fois continiment différentiables par
rapport a6, i=1,...,p,j=1,....,q,

(ii) des majorants comme S 4" ||¢m )||F < N, P(v)or-1 St ||@/)nk |3 < NoP(v)®" 1
ou ||.||r est la norme de Frobemus avec des constantes posmves Ni, No, 0 <@ < 1,
P(v) est un polynome et v =1,...,t —1,i=1,...,m,

(iii) Pexistence des moments d’ordre 4 + § des ¢, 6 > 0, et donc de k, et des bornes sur
||E§n)||F et ||E£n)_l||p, et leurs dérivées,

(iv) Dexistence de la matrice V strictement définie positive, ot V = lim, 00 = >/, AR

avec des éléments %(z]),

(m)T (n)
240 (—aet <9)2§">‘1(9)8et (6)) + tr

1,7 =1,...,m, donnés par

OT(6) g1 91 (6)
00; 00 ’

0=00

()

00); 00,

(v) Texistence de W = limy, o0 = >, wm W = }LEgo(aag (6)/06 9a™ () /067 ),
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(1) 7 s 2oy S N kB i el = O (3) i = 1,

L’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance est alors convergent en probabilité
et asymptotiquement normal, plus précisément n'/2(6, — 6°) Vs O0,VIwWv-, ou V
et W sont définis ci-dessus, sachant que W dépend de k.

Notons que, méme si une partie de la démonstration est similaire & celle du cas sans
et si annexe technique de Alj et al. (2017) est aisément adaptée, les arguments de base
sont tres différents. En effet, on doit employer ici la théorie de Azrak et Mélard (2017) au
lieu du théoreme de Klimko et Nelson. On doit aussi invoquer une loi faible des grands
nombres et un théoréeme central limite pour des tableaux de martingale ainsi qu'une loi
faible des grands nombres pour un tableau de mixingale, ceci au lieu de résultats de
convergence presque sure pour des suites de martingale.

4 Aspects numériques et pratiques

Contrairement a Alj et al. (2017), on ne se limite pas du point de vue pratique aux pro-
cessus gaussiens, auquel cas V = W. Nous avons développé AJM2 sous Matlab comme
amélioration de l'algorithme AJM de Alj et al. (2016), notamment pour estimer W. Nous
avons également ajouté un calcul plus précis des dérivées numériques en employant DE-
RIVEST et la possibilité de générer des ¢; selon des lois multivariées de Laplace et de
Student.

5 Exemple : tdVMA (1)

Rappelons que le modele tdVMA ™) (1) est un cas particulier de modele tdVARMA ™ (p, q)
oup = 0et g =1. La vérification analytique des hypotheses est complexe. Limitons-nous
ici a un modele bivarié dépendant de 3 parametres et défini par I’équation

n B/ 0 n n n n 1 o
x§ ) — ( (;-1 Bé%eBQIQL(tm’) )gwg)lé)l +g§ )Ety g7£ ) = < ﬂ 67722L(t,n) ) )

_nt1
ot L(t,n) = %, et B, aet 3 sont fixés. On suppose pour les vraies valeurs que | B} | <
1, |BY|eP%E/2 < 1 et 1Y, > 0. Alors, grace a (2), on peut vérifier toutes les hypotheses
(i)-(vi) de la section 3, en employant plusieurs théoremes de Azrak et Mélard (2017) et
dans le calcul de la matrice V', on remplace la limite de la moyenne par une intégrale. On

: : (n) : (n) :
peut obtenir des expressions exactes pour les termes V," et aussi pour W;"’, au moins
dans le cas de lois multivariées de Laplace et de Student.



Table 1: Résultats d’estimation d’un modele tdVMA (™ (1) avec erreurs de Student & 5 degrés de liberté,
n = 100. ”val.” : valeur, ”Moy” : moyenne (& travers les 1000 simulations), "Err.-T.” : erreur-type des
estimations, "Ec.-T.” : écart-type (& travers les simulations), ”théorique” : valeur théorique (basée sur les
vraies valeurs), "% rej. Hy: par. = vraie val.” : pourcentages de simulations ou 'hypothese Hy(0; = 69)
est rejetée & 5%.

Parametre 6, B, B, 22
Vraies val. 69 0,8000 0,4000 0,7000
Moy. estimations 0,8030 0,3946 0,7066
Moy. Err.-T. (basée sur V1) 0,0448 10,2287 0,1553

Moy. Err.-T. (basée sur VWV 1) 0,0447 0,2156 0,1873
Moy. Err.-T. (méme DERIVEST) 0,0448 0,2156 0,1874

Ec.-T. des estimations 0,0462 0,2320 0,2394
Err.-T theorique 0,0423 0,2230 0,2894
% rej. Hy: parametre = vraie val. 7,0 8.8 13,8

6 Résultats de simulation

On emploie le modele tdVMA ™ (1) suivant avec dépendance linéraire pour le coefficient :

gy (0,8 0 (n) _ 1 —0,6 (2 08
Bt (9) - < 0 O, 25+O,4L(t,n) ) » 9t - = ( —0,6 60,7L(t,n) s Y= 0,8 1 .

Avec 1000 simulations de séries de longueur 100, on peut obtenir les moyennes des esti-
mations des parametres et des erreurs-types et comparer ces dernieres aux écarts-types
des estimations et aux valeurs tirées des résultats théoriques. Les résultats empiriques
sont donnés dans le tableau 1. Ils sont évidemement encore meilleurs pour des séries plus
longues.
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