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Résumé. Cette communication propose une modélisation autorégressive a valeurs
entiéres d’ordre arbitraire & coefficients périodique PINAR (p), dans le but d’analyser
le nombre d’arrivées aux services d’urgence hospitaliers causées par des maladies ayant
un comportement saisonnier. Deux méthodes d’estimation des parametres du modeéle
seront proposées, a savoir : la méthode des moindres carrées conditionnelles (M CC') et la
méthode du maximum de vraisemblance conditionnelle (MVC'). De plus la fonction de
prédiction du modele sera donnée en utilisant une certaine représentation de I’espérance
conditionnelle. Les performances des estimateurs obtenus seront montrés via une étude
de simulation intensive. Une application sur données réelles sera réalisée pour modéliser
le nombre mensuel d’admissions hospitaliéres causées par la grippe.

Mots-clés. Processus a valeurs entiéres périodiquement corrélé, le processus PIN AR (p),
estimation par (MCC'), estimation par (MV C)

Abstract. This communication proposes an arbitrary-order periodic integer-valued
autoregressif PIN AR (p) modeling, in order to analyze the number of hospital emergency
department arrivals caused by diseases with seasonal behavior. Two methods of parame-
ters estimations will be proposed, namely : the conditional least squares (C'LS) and the
conditional maximum likelihood (C'M L) methods. Moreover, the prediction function of
the model will be given using some representation of the conditional expectation. The per-
formance of the obtained estimators, will be shown via an intensive simulation study. An
application on a real data set will be realized to model the number of hospital admissions
per month caused by influenza.

Keywords. Periodically correlated integer-valued process, periodic IN AR (p) model,
conditional least squares (C'LS) estimation, conditional maximum likelihood (C'M L) es-
timation.

1 Introduction

Parfois, la décision d’hospitaliser ou non un patient qui arrive au service d’urgence de
I’hopital est prise en fonction non seulement de la gravité de la maladie, mais également
du nombre de lits disponibles. Il est donc crucial de prévoir de maniére fiable le nombre



d’arrivées futures aux services d’urgence en fonction de ce qui s’est produit dans le passé.
Compte tenu du nombre d’arrivées et d’admissions aux services d’urgence, les prévisions
relatives aux arrivées peuvent étre utilisées pour prévoir le nombre de lits nécessaires.

Il est bien connu, de nos jours, que de nombreuses séries chronologiques a valeurs en-
tieres d’ordre médical, économique, financier et environnemental, rencontrées dans la
pratique, présentent une structure d’autocorrélation périodique (par exemple, Monthly
counts of claims of short-term disability benefits été étudiée récemment par Bourguignon
et al (2016)). De plus, cette caractéristique périodique ne peut pas étre prise en compte
et décrite par des modeles de série temporelle a valeurs entiéres avec des parameétres
invariants dans le temps. Tenant compte de ces faits et des divers avantages et pro-
priétés intéressantes remplis par un modeéle INAR (p) tels que la positivité et la nature
discréte des réalisations qui font de lui un processus de branchement avec immigration.
Historiquement, ce modele a été introduit et étudié par Al-Osh and Alzaid (1990) avec
une structure d’autocorrélation ARM A (p,p — 1), mais Du and Li (1991) ont proposé une
procédure différente dans laquelle la structure d’autocorrélation d'un IN AR (p) est iden-
tique & celle d'un AR (p). Toutes ces raisons nous ont donné une motivation pour étendre
cette classe de modeles I N AR invariante dans le temps & une classe PI N AR variante dans
le temps de fagon périodique. Les processus (PINAR) ont été introduits pour modéliser
les phénomeénes a valeurs entiéres non-négatives qui évoluent dans le temps affectés par
des perturbations saisonniéres. La distribution d’un processus (PINAR) est déterminée
par deux parametres : un vecteur de probabilités de survies périodiques et une distri-
bution de probabilité sur des entiers non-négatives, appelée distribution d’immigration
périodique. Dans le contexte de cette communication, il est important de mentionner les
travaux de Morina et al (2011) qui ont suggéré un processus I N AR (2) particulier avec
une structure saisonniére pour analyser le nombre d’arrivées par semaine au service des
urgences de 1’hopital Clinique i Provincial de Barcelone causée par la grippe.

Le reste du papier est organisé comme suit. Dans la section suivante, nous fournissons
quelques notations, définitions et résultats préliminaires de base concernant le modeéle
autorégressif a valeurs entiéres a coefficients périodiques (PINARg (p)), qui nous sera,
nécessaire dans les sections & venir. Dans la troisiéme section, nous établissons d’abord
les estimateurs des moindres carrées conditionnelles (MCC') et celles du maximum de
vraisemblance conditionnelle (MV ('), ensuite nous proposons une fonction de prédiction
a court-terme pour notre modéle. La quatriéme section sera consacrée a I’étude intensive
de simulation ainsi que pour une application sur des données réelles concernant le nombre
mensuel de personnes ayant regu un diagnostic de grippe dans la région de Catalogne
(Espagne) entre 2009 et 2016.!

'Les données ont été aimablement fournies par David Morina et Brendan McCabe



2 Définition du Modeéle PINAR(p)

Briévement, un processus périodiquement corrélé dans le sens de Gladyshev (1963) avec
une période S (o S est un entier strictement positive, S > 2), {y;; t € Z}, est dit satis-
faisant & un modele autorégressif a valeurs entiére périodique d’ordre p, et est noté(PIN ARs (p)),
si il est solution de ’équation suivante non-linéaire aux différences stochastiques:

Yr =D 1 P OYii T &, t €L, (2.1a)
ou le processus a valeurs entiére non-négative {y;,t € Z}, est périodiquement corrélé,
avec la période a valeurs entiére positive S (S > 2), et ou le processus d’innovation
{ei,t € Z}, représente une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs entiéres
non-négative, suivant une certaine distribution de probabilité discréte appartenant & une
famille de lois paramétrique de la forme {th ’gt = (1, 2, s ayg) € ACRL } Les
vecteurs de parameétres p, = ((ptyl,wt’g,...,gotﬁp)/ et o, sont périodiques, concernant t,
avec une période S (S > 2), ou S est le plus petit entier positif satisfaisant la rela-
tion Crivs = &, and o,,,¢ = a,. Enfin le symbole ” o ” représente, comme d’habitude,
lopérateur d’amincissement de Steutel-Van Harn (1979), qui est définit pour n’importe
quel processus stochastique a valeur entiére 1, ; et pour toute suite indépendantes de
variables aléatoire de comptages & valeurs entiéres non-négatives {Y;:;, k € N,t € Z} ou
P(Ykﬂf,i = 1) =1 _P(Y;v,t,i = 0) = Pt € [07 1]’7’ = 17"'ap par

Yt—i -
ket Yrti, S0 Y >0,

Vi O Yp—i = { 07* si yps = 0. (2.1d)
ou les suites {%,t,i}keN7tGZ7i:17n_m sont indépendantes. De plus, le processus d’innovation
{ei,t € Z} est supposé étre indépendant de y;_; et ®1i © Yp—i- 1l est important de men-
tionner qu’aucune propriété du modele (2.1), ainsi que les deux méthodes d’estimations
des parametres du MCC' et du MV C n’ont été abordé jusqu’a présent, sauf dans le
cas ol p = 2 et cela pour la méthode du MV C dans Morina et al (2011). Soit a, =
(51, Qs2, ooy asyq)' le vecteur des parametres ¢g—dimensionné de la distribution du proces-
sus d’innovation, nous pouvons alors définir le vecteur des parameétres globaux du modéle

/
(2.1) de dimension (p+ ¢)S, de la sorte: 6 = (8;;65;...;05) avec §, = <£;§le> €

0,1 x ACRE xR%, s =1,2,...,5, ot A est un sous-ensemble convexe de R .

3 Estimation et Prévision du Modéle

Cette section est consacrée a Iestimation des parameétres du modeles PIN ARg (p), tout
en utilisant deux méthodes d’estimation, a savoir la méthode du (MCC) et (MVC).
La deuxiéme partie de la section sera réservée a I’étude de la fonction prédictive de notre
modele. Nous faisons I’hypothése que {&;,t € Z} est une suite i.i.d suivant une distribution
paramétrique G,, admettant une fonction de masse g. On suppose que n = mS, m € N*
alors on a d’apres (Gladyshev (1963)) t = s+ 75,s=1,...,5, avec 7 =0,1,...,m — 1.



3.1 Estimation des parameétres du modéle

Proposition 3.1. (Estimateur des moindres carrées conditionnels). Soit ¢_€ [0,1]", Gq,

tel que Eg, e0]® < o0 et 90,(0) € (0,1) alors 7 £ v, and Ty, 5 lg,

y(2sfl)+TS oo Y(s—1)47S - Z:n:_oi Y(s—1)478Ys+7S

< Es,m ) _ Zm_l Y(s—2)+rSY(s—1)+1S -+ Y(s—2)+rS % ET:() Y(s—2)+78Ys+7S
B, m =0 : - : :

Y(s—1)+78 v m E:n:z)l Ys478
Proposition 3.2. (Estimateur du mazimum de vraisemblance conditionnel). Un esti-
mateur (@n) = de 0 est un estimateur MV C de 6, si én mazximise la vraisemblance

nesq

conditionnelle du modéle, i.e. E&m = (@s,m’@&m) mazximise les s vraisemblances si et

seulement si les conditions suivantes sont retenues :
a) Ga,m (€) =0 pour e <0 et e > usy, avec ug = MaX,—q,._ ;m—1 (Yssrs)

b) (@ a ) est une solution pour le probléme d’optimisation polynomial con-

_57m7 —=s,m

traints

m—1 Ys4718

max {1 [ 2 ge(e) X [

To,LoTop | =0 e=0 0<k;<ys_i4r5,0=1,....p
5,17 %sq k1+.‘.+kp:ys+_’_s—e

le (y(37£+73)$55l(1 — ajs’l>y(sfl)+7'S*k‘lj|

sous les contraintes
0<uzs;, <1pourse{l,...,S} fixéeti=1,...,p,
gz, > 0pour s€{l,...,S} fivé et Vj=1,...,qavec > 5 g.  (e) =1

Nous soulignons que nous n’imposerons nulle part qu’un tel maximum local est unique.

3.2 Prédiction a court-terme du modéle
Soit F,, = o (y1, - .., Yn) la o-algebre générée par y;,ys, . . ., Yn, alors le prédicteur de vari-
ance minimale y,, (1) de y,1est donné par
Un (1) = By (yns1|Fn) = 201 Pritnsr—i + by, »
nous pouvons constater que pour h = 2 le prédicteur de variance minimale y,, (2) de ¥, 12
est donmé par G (2) = By (ys2lFa) = 30y By (9,0 Yol Fa) + s,
et on a d’aprés (Yan, 1985)
By (92, © Yni2-ilFn) = By (Bo (02,5 © Ynsa—ilUniz—i, Fu) |Fn)
= %,z‘EQ (Ynt2-ilFn) = %,i@wzﬂ' = 902,@‘@1 (2—1)
par induction nous pouvons donner la formule générale pour un h > 2 en tenant compte

2La notation X 5 Y désigne la convergence en loi de la variable aléatoire X.vers Y



de la périodicité des parametres du modéle, sous la proposition ci-dessous

Proposition 3.3. (Prédicteur a court terme de variance minimale). Soit Fp, = o (Y1, ..., Yn)
la o-algébre générée par yi, . .., yn, alors le prédicteur de variance minimale y, (h) de Ynin
est donné pour h > 2 par

Un () = Bo (ynin|Fn) = 22501 Prasitn (B — ) + pig

St S ’
ou r est le reste de la division euclidienne de h sur S, c-a-d, h et r sont congruents modulo
S et on ecrit h = r5].

4 Exemple Numérique

4.1 Etude de simulation

Dans cette sous-section, nous avons évalué les estimateurs du (M CC') et ceux du (MVC),
sur une série chronologique générée a partir d’'un modele PIN AR, (2), pour différentes
tailles, (n = 80,400, 1000,2000). Nous avons considérés un modele PIN AR, (2), ou la
distribution d’innovation suit une distribution Géométrique G (e=*), s = 1,2,3,4, :

Modele : 0 = [(%01,1» ¥1,2, €XP (_041)) ! (904,1a P42, €XP (—044))],7
= [(.15, .45, exp (—4)) ; (.50, .2,exp (—1)) ; (.76, .38, exp (—3.5)) ; (.63, .93, exp (—2))] .

Table 1. Résultats de simulation concernant le Model PIN AR, (2) |G (e=%)
s ©s 1 @571 RMSE, ¢, Ds.o RMSE, e % e s RMSE,

MCCO 1 15 1637 .1064 45 4525 .1696 .0183 .0176 0791
" — 2 .50 4995 .0129 .20 .1999 .0097 3678 3371 .6336
1000 3 .76 7450 1219 .38 .3865 .0870 .0301 .0300 .0586

4 .63 .6295 .0209 .93 9307 .0288 1353 .1568 .0958

MVC 1 15 .1609 .0794 45 .4659 1296 .0183 .0185 .0034
" — 2 .50 .5005 .0107 .20 .1997 .0070 3678 .3635 4051
1000 3 .76 L7575 .0662 .38 .3835 .0344 .0301 .0302 .0051

4 .63 .6295 .0114 .93 .9302 .0222 1353 .1563 .0704

La table 1 représente une partie des résultats de la simulation pour 1000 réplications
concernant la taille 1000, ou les estimations sont tres proches de leurs vraies valeurs selon
le critere du RM SFE, ce qui implique la convergence des deux méthodes d’estimations.

4.2 FEtude sur données réelles

Figure 1. différentes trajectoires ajustées du processus y; opposées aux vraies données
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Dans cette sous-section, nous considérons une série de données saisonniére composée de
96 observations, cette derniere représente le nombre mensuel de personnes diagnostiqués
en état de grippe au niveau des services hospitaliers de la région de la Catalogne (Es-
pagne) entre 2009 et 2016. Cette série chronologique est illustrée dans la figure 1, ainsi
que différentes trajectoires ajustées du processus y; générées a partir d’'un un modeéle
PIN AR15(2) conduit par une distribution marginale géométrique.®> Pour la prévision du
nombre d’admissions hospitaliéres, nous avons illustrés la qualité de notre prédicteur a
court-terme de variance minimale dans la figure 2. Nous avons établis le graphique de
comparaison entre les 12 derniéres vraies valeurs et leurs valeurs prédites, et cela apres
avoir enlevé 12 observations de la série mensuelle originale de taille 96, donc nous avons
utilisés 84 observations pour prédire le nombre mensuel d’admissions durant I’année 2016.

Hiégs

Figure 2. Comparaison entre les 12 derniéres vraies valeurs et leurs valeurs prédites
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