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Résumé. Dans le présent article, nous étendons l'approche de Breusch-Godfrey (Test
des multiplicateurs de Lagrange (LM)) pour contrôler la qualité d'ajustement des mo-
dèles autorégressifs dans le cas des processus ayant une variance non conditionnelle non
constante au cours du temps. Nous e�ectuons une comparaison asymptotique de la puis-
sance de test LM et tests portmanteau au sens de l'e�cacité de Bahadur contre des
alternatives linéaires.

Mots-clés. Modèle AR ; Erreurs non conditionnellement hétéroscédastiques ; Auto-
corrélations résiduelles ; Tests portmanteau ; E�cacité asymptotique relative ; Tests des
multiplicateurs de Lagrange.

Abstract. In this paper the Breusch-Godfrey Lagrange Multiplier (LM) approach for
checking the goodness-of-�t of autoregressive models is extended in the case of processes
with non constant variance. We provide an asymptotic power comparison between the
portmanteau and the LM tests in the Bahadur sense against linear alternatives.

Keywords. AR model ; Unconditionally heteroscedastic errors ; Residual autocorre-
lations ; Portmanteau tests ; Asymptotic relative e�ciency ; Lagrange Multiplier tests.

1 Introduction

Les tests d'autocorrélation des résidus dans les processus autorégressifs ont reçu beau-
coup d'attention dans la littérature. Ceci peut être expliqué par le fait qu'un ordre au-
torégressif bien spéci�é est important pour une description appropriée de la dynamique
linéaire de la série. Le test LM de Breusch-Godfrey (Breusch (1978) et Godfrey (1978))
et le test portmanteau (voir Box et Pierce (1970), BP ci-après, et Ljung et Box (1978),
LB ci-après)) ont été introduits dans le cadre standard des processus ayant une variance
constante au cours du temps. L'implémentation de ces tests se fait généralement à l'aide
de logiciels tels que R, SAS ou JMulTi. Dans le présent article, nous développons un test
des multiplicateurs de Lagrange pour contrôler la qualité d'ajustement des modèles auto-
régressifs dans le cas des processus ayant une variance non conditionnelle non constante
au cours du temps (voir Xu et Phillips (2008)). De plus nous démontrons que le test LM
proposé est plus puissant que le test portmanteau au sens de l'e�cacité de Bahadur contre
des alternatives linéaires.
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2 Tests d'autocorrélation sur les Modèles de type AR

Nous considérons un processus autorégressif d'ordre p0 dé�ni par :

xt = a01xt−1 + · · ·+ a0p0xt−p0 + ut (1)

ut = htεt, t = 1, . . . , n,

où les paramètres a0i, i ∈ {1, . . . , p0}, sont tels que detA(z) 6= 0 pour tout |z| ≤ 1, avec
A(z) = 1−

∑p0
i=1 a0iz

i. Les conditions suivantes sur le processus (ut) donnent le cadre de
notre étude.

Hypothèse A1 : Supposons que (ut) satisfait ut = htεt telles que : (i) Les termes
ht satisfont ht = g(t/n), où g(r) est une fonction déterministe mesurable strictement po-
sitive et non constante sur l'intervalle (0, 1], avec supr∈(0,1] |g(r)| < ∞, et satisfait une
condition de Lipschitz par morceaux sur un nombre �ni de sous intervalles qui parti-
tionnent (0, 1]. Nous supposons que g(.) n'est pas observée. (ii) Le processus (εt) est
α-mélangeant (voir Doukhan (1994) pour la dé�nition d'un processus α-mélangeant) tel
que E(εt | Ft−1) = 0, E(ε2t | Ft−1) = 1 pour la �ltration naturelle Ft = σ(εs, s ≤ t) et
supt ||εt||4µ <∞ pour un certain µ > 1.

À partir de nos hypothèses, nous avons x̃t =
∑∞

i=0 ψ
iũt−i, où ũt = (ut, 0, . . . , 0)′,

x̃t = (xt, xt−1, . . . , xt−p0+1)
′ sont des vecteurs de dimension p0 et

ψ =


a01 a02 . . . a0p0
1 0 0 0

0
. . . 0 0

0 0 1 0

 .

Nous supposons que x1, . . . , xn sont observés, et pour calculer les statistiques de test, nous
�xons arbitrairement xt = 0 pour tout t < 1.

Dans cette partie, nous faisons l'hypothèse non réaliste que la structure de la va-
riance est connue. Par la suite une approximation adaptative de la statistique du test
LM sera proposée dans la section suivante. Les paramètres autorégressifs sont estimés
par la méthode des moindres carrés généralisés. Pour nos résultats asymptotiques, nous
considérons tout d'abord le cas où l'ordre autorégressif est bien ajusté, c'est-à-dire p = p0.
Soit le vecteur des vrais paramètres autorégressifs θ0 = (a01, . . . , a0p)

′ et l'estimateur MCG

θ̂MCG =
{

Σ̂x̃

}−1 {
Σ̂x

}
, où Σ̂x̃ = n−1

∑n
t=2 h

−2
t x̃t−1x̃

′
t−1 et Σ̂x = n−1

∑n
t=2 h

−2
t xtx̃t−1. Il est

montré dans Xu et Phillips (2008) qu'un tel estimateur est
√
n-asymptotiquement normal.

Notons par ε̂t := h−1t (xt − θ̂′MCGx̃t−1) les résidus MCG. Comme nous avons supposé une
structure déterministe pour la variance, le choix du nombre de retard adéquat peut être vé-
ri�é en testant les deux hypothèses suivantes :H0 : Γm = 0 contre l'hypothèseH1 : Γm 6= 0,
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avec Γm = (γ(1), . . . , γ(m))′ pour toutm ≥ 1 avec γ(i) = E(εtεt−i). En pratique, plusieurs
valeurs dem doivent être testées. Nous rappelons brièvement quelques résultats sur les au-
tocovariances résiduelles et le test portmanteau introduit par Patilea et Raïssi (2013). Dé-
�nissons les autocovariances résiduelles γ̂(k) := n−1

∑n
t=1+k ε̂tε̂t−k. Nous introduisons éga-

lement le vecteur des m premières autocovariances résiduelles Γ̂m = (γ̂(1), . . . , γ̂(m))′ et
le vecteur des m premières autocorrélations résiduelles Φ̂m = (γ̂(1)/γ̂(0), . . . , γ̂(m)/γ̂(0))′.
Dé�nissons par ep(1) le vecteur de dimension p de sorte que la première composante soit un
et zero ailleurs. Il peut être montré que n

1
2 Γ̂m ⇒ N (0, Im −KmK

−1
∞ K ′m) et n

1
2 (Φ̂m−Γ̂m) =

op(1), où Km = (ψ0ep(1), ψ1ep(1), . . . , ψm−1ep(1))′ et K∞ =
∑∞

i=0 ψ
iep(1)ep(1)′ψi

′
. Les

statistiques du test de portmanteau sont données par :

QBP
m = nΦ̂′mΦ̂m, et QLB

m = n(n+ 2)
m∑
k=1

(n− k)−1γ̂2(k)γ̂−2(0).

Sous l'hypothèse nulle et l'hypothèse A1, la distribution asymptotique des statistiques de
test portmanteau peuvent être approchées par χ2

(m−p) pour m assez large.

Le test de Breusch-Godfrey (LM) s'appuie sur le modèle suivant :

xt =

p∑
i=1

a0ixt−i +
m∑
j=1

b0jut−j + ut. (2)

Rappelons que nous supposons que p = p0 et que m est �xé par le praticien. Sous l'hypo-
thèse nulle on a b0j = 0 pour tout j ∈ {1, . . . ,m}. La nullité des b0j est testée en utilisant
l'approche LM. Nous pouvons réécrire le modèle (2) sous la forme xt = ϕ′0ζt−1+ut, où ϕ0 =
(a01, . . . , a0p, b01, . . . , b0m)′ et ζt−1 = (xt−1, . . . , xt−p, u

m′
t−1)

′ avec umt−1 = (ut−1, . . . , ut−m)′.
Prenons ut = 0 pour tout t < 1. En notant par L(ϕ) la log-vraisemblance de (2) pour
tout vecteur ϕ ∈ Rp+m, le vecteur des scores au point ϕc = (θ̂′MCG, 0)′ est alors donné par

RS = R
∂L(ϕc)

∂ϕ
=

n∑
t=1

h−2t ûtû
m
t−1,

où R = (0m×p, Im) est de dimension m × (m + p), ût = xt − θ̂′MCGx̃t−1 et ûmt−1 =
(ût−1, . . . , ût−m)′. Certains calculs montrent que le vecteur des scores peut être appro-
ché par les autocovariances résiduelles :

n−
1
2RS = n

1
2 Γ̂m + op(1),

et que la variance asymptotique de n−
1
2RS est donnée par

Varas(n
− 1

2RS) =
[
RJ−1R′

]−1
: =

[
R

(
K∞ K ′m
Km Im

)−1
R′

]−1
.
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La matrice de covariance estimée est dé�nie comme suit[
RĴ−1R′

]−1
=

[
R

(
K̂∞ K̂ ′m
K̂m Im

)−1
R′

]−1
où K̂m est obtenue en remplaçant les a0i par leurs estimateurs MCG dans Km et K̂∞ =
n−1

∑n
t=1 h

−2
t x̃t−1x̃

′
t−1. Il est clair que nous avons K̂m = Km + op(1), et que K̂∞ = K∞ +

op(1). Considérons maintenant la statistique LM :

QLM
m = nΓ̂′m

(
RĴ−1R′

)
Γ̂m.

Sous l'hypothèse nulle et l'hypothèse A1, nous avons QLM
m ⇒ χ2

m. Néanmoins, le test LM
présenté ci-dessus s'appuie sur l'hypothèse irréaliste que la structure de la variance est
connue. Un test LM asymptotiquement équivalent est proposé dans la section suivante.

3 Dérivation de la statistique de test des multiplica-

teurs de Lagrange adaptative

Maintenant nous allons construire un test LM des processus AR(p) ayant une variance
non constante au cours du temps. Nous proposons un estimateur à noyau θ̂ALS qui a
la même distribution asymptotique que θ̂MCG. Une estimation non paramétrique de la
variance est nécessaire pour construire une telle approximation. Soit ŭt = xt − x̃t−1θ̂MCO

les résidus de l'estimation par MCO et K(z) le noyau avec
∫∞
−∞K(z)dz = 1. Dé�nissons

ȟ2t :=
∑n

i=1wtiŭ
2
i où wti = (

∑n
i=1Kti)

−1
Kti, et

Kti = Kti(b) =

{
K
(
t−i
nb

)
si t 6= i

0 si t = i.

Notons que la fenêtre b dépend de la taille de l'échantillon n. La mise en ÷uvre de
l'estimateur ȟt dépend du choix du noyau K et la fenêtre b. D'autres hypothèses sont
habituellement faites pour faciliter le développement de résultats asymptotiques (Voir
Patilea et Raïssi (2013) pour plus de détails).

Hypothèse A2 : (i) Le noyau K(.) est une fonction de densité de probabilité bornée
dé�nie sur R telle que K(.) est non décroissante sur (−∞, 0], décroissante sur [0,∞) et∫
R v

2K(v) dv < ∞. La fonction K(.) est di�érentiable sauf sur un nombre �ni de points
et la fonction dérivée K ′(.) satisfait

∫
R xK

′(x) dx < ∞. De plus la transformée de Fou-
rier F[K](.) de K(.) satisfait

∫
R |s|

τ |F[K](s)| ds < ∞ pour un certain τ > 0. (ii) La
fenêtre b est prise dans l'intervalle Bn = [cminbn, cmaxbn] avec 0 < cmin < cmax < ∞ et
nb4−an + 1/nb2+an → 0 quand n→∞, pour un certain a > 0 aussi petit que l'on veut.
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Introduisons maintenant les estimateurs (ALS) suivants : θ̂ALS =
{

Σ̌x̃

}−1 {
Σ̌x

}
, où

Σ̌x̃ = n−1
∑n

t=2 ȟ
−2
t x̃t−1x̃

′
t−1, et Σ̌x = n−1

∑n
t=2 ȟ

−2
t xtx̃t−1. Les résidus de l'estimation

(ALS) sont dé�nis comme suit ε̌t := ȟ−1t (xt − θ̂′ALSx̃t−1). Nous obtenons alors le vecteur
des scores au point ϕcALS = (θ̂′ALS, 0)′,

RSALS = R
∂L(ϕcALS)

∂ϕ
=

n∑
t=1

ȟ−2t ŭtŭ
m
t−1.

Dé�nissons γ̌(k) := n−1
∑n

t=1+k ε̌tε̌t−k et posons Γ̌m = (γ̌(1), . . . , γ̌(m))′. Comme il est
montré dans Patilea et Raïssi (2013), γ̌(k) et Γ̌(m) sont asymptotiquement équivalents à
γ̂(k) et Γ̂(m). Ces résultats nous permettent d'écrire

n−
1
2RSALS = n

1
2 Γ̌m + op(1), (3)

et de proposer la statistique LM suivante adaptée au cas des séries présentant une variance
variable au cours du temps :

Q̌LM
m = nΓ̌′m

(
RJ̌−1R′

)
Γ̌m,

où la matrice de covariance estimée est dé�nie comme suit :

[
RJ̌−1R′

]−1
=

[
R

(
Ǩ∞ Ǩ ′m
Ǩm Im

)−1
R′

]−1
,

Ǩm est obtenu en remplaçant les a0i par leurs estimateurs ALS et Ǩ∞ = n−1
∑n

t=1 ȟ
−2
t x̃t−1x̃

′
t−1.

Ainsi, nous avons le résultat suivant :

Proposition 1 Sous les hypothèses A1 et A2, nous avons Q̌LM
m ⇒ χ2

m.

Nous considérons également les statistiques adaptatives du test portmanteau (introduites
dans Patilea et Raïssi (2013)) dans le cadre univarié : Q̌BP

m = nΦ̌′mΦ̌m, et Q̌LB
m = n(n +

2)
∑m

k=1(n−k)−1γ̌2(k)γ̌−2(0). Dans la section suivante, les puissances du test LM adaptatif
introduit plus haut, le test Box-Pierce et le test Ljung-Box adaptatifs sont comparées au
sens de l'e�cacité de Bahadur.

4 Comparaison des e�cacités asymptotiques au sens de

Bahadur des tests portmanteau et du test des multi-

plicateurs de Lagrange

Dans cette partie, nous étudions la puissance asymptotique des tests décrits ci-dessus.
Nous considérons l'approche de Bahadur (1960) qui consiste à comparer les vitesses de
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convergence vers zéro des p-values sous des alternatives �xes H1 : Γm = % 6= 0 quand
n → ∞. Dans un tel cas, nous avons p < p0. Notons par QB une statistique de test
et pour tout x > 0, dé�nissons qB(x) = − logP0(Q

B > x), avec P0 correspond à la
distribution limite de QB sous une certaine hypothèse nulle H0. La pente de Bahadur
(approchée) est donnée par cB(%) = 2 limn→∞ n

−1qB(QB) sous l'alternative H1 : Γm =
% 6= 0. L'e�cacité relative asymptotique du test basé sur QB par rapport à celui basé
sur QD, est donnée par AREB,D(%) = cB(%)/cD(%). Par exemple, une e�cacité relative
asymptotique AREB,D(%) ≥ 1 donne l'avantage au test basé sur QB. Pour présenter notre
résultat, nous dé�nissons cBP (%), cLB(%) et cLM(%) qui sont basés sur Q̌BP

m , Q̌LB
m et Q̌LM

m .

Proposition 2 Sous les hypothèses A1 et A2, l'e�cacité relative asymptotique du test

basé sur Q̌LM
m par rapport à celui basé sur Q̌BP

m ou Q̌LB
m est supérieure ou égale à 1.

Par conséquent, il s'avère que le test des multiplicateurs de Lagrange est plus puissant
que le test portmanteau sous des alternatives non locales.
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