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Résumé. Dans ce travail, nous considérons le probleme de I'estimation de la matrice de
variance asymptotique de I'estimateur des moindres carrés des modeles FARIMA (pour
Fractionally AutoRegressive Integrated Moving-Average) dans le cas ou les erreurs sont
supposées non-corrélées mais non nécessairement indépendantes ni méme des différences
de martingales. Nous proposons un estimateur convergent de cette matrice de variance
asymptotique et nous illustrons ensuite les résultats théoriques obtenus par des simula-
tions.

Mots-clés. Processus non-linéaires, modeles FARIMA faibles, estimateur des moindres
carrés, estimateur de la matrice de covariance, convergence.

Abstract. In this work, we propose a consistent estimator of the limiting variance matrix
of the least-squares estimator of Fractionally AutoRegressive Integrated Moving-Average
(FARIMA) models with uncorrelated but not necessarily independent nor martingale dif-
ferences errors (i.e. weak FARIMA models). The theoretical results are illustrated by
means Monte Carlo experiments.

Keywords. Non-linear processes, weak FARIMA models, least-squares estimator, cova-
riance matrix estimate, consistency.

1 Introduction

La notion de mémoire longue est apparue au début des années 1950, historiquement
pour I’étude du comportement inhabituel des niveaux du fleuve Nil en Egypte (voir Hurst
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[1951], Mandelbrot [1965]). Les processus a mémoire longue occupent une place de plus en
plus importante dans la littérature des séries temporelles (voir Granger et Joyeux [1980],
Fox et Taqqu [1986], Beran [1992]). En effet, les processus a mémoire longue s’averent
plus adaptés a I’étude de certaines séries chronologiques issues par exemple de 1’hydrolo-
gie, I’économie, la climatologie, I’économétrie financiere et les trafics informatiques.

Afin de modéliser le comportement de mémoire longue, plusieurs modeles peuvent étre
utilisés. Les processus FARIMA sont parmi les modeles les plus connus et les plus utilisés
dans ce contexte. Ils sont une généralisation des modeles ARIMA, pour lesquels le pa-
rametre de différenciation est un entier. Les processus FARIMA permettent au parametre
de différenciation de prendre des valeurs réelles.

On dit qu'un processus (X;)iez centré et stationnaire au second ordre, a valeurs réelles,
admet une représentation FARIMA (p, dy, q) faible si, pour tout ¢ € Z,

a(L) (1 = L)* X, = b(L)e,, (1)

ou (€& )z est une suite de variables aléatoires centrées (E [e;] = 0,Vt), non corrélées, et
de méme variance o2 > 0 sur un certain espace de probabilité (2, A, P). Les polynomes
a(z) =1+377 aiz" et b(z) = 1+ 379, b;27 (p,q €Netay,...,ap,b1, ...,y € R) ont leurs
racines en dehors du disque unité et n’ont aucun zéro en commun, L est 'opérateur retard
et 0 <dp <1/2.

Supposons, sans perte de généralité, que ai + bg # 0 (par convention ag = by = 1).

L’opérateur de différenciation fractionnaire (1 — L)% est défini en utilisant la formule du
binome généralisée par :

—+o00
(1—L)% =" a;(do) L/,
j=0

ou pour tout j € N et pour tout d € ]0,1/2[,

I L'(j+1)I(=d)’

avec I'(.) est la fonction Gamma.

Par opposition au modele FARIMA faible donné dans (1), nous appelons FARIMA forts les
modeles standards dans lesquels le terme d’erreur est supposé étre une suite indépendante
et identiquement distribuée (iid). Dans la modélisation des séries temporelles, la vali-
dité des différentes étapes de la méthodologie traditionnelle de Box et Jenkins, a savoir
les étapes d’identification, d’estimation et de validation, dépend des propriétés du bruit



blanc. Afin d’obtenir des intervalles de confiance ou de tester la significativité des coeffi-
cients FARIMA faibles, il sera nécessaire de disposer d’un estimateur au moins faiblement
convergent de la matrice de variance asymptotique. L’objectif de ce travail est de proposer
un estimateur convergent de la matrice de variance asymptotique des modeles FARIMA
faibles en utilisant la méthode des noyaux.

Le vecteur des vraies valeurs des parametres 6y := (aq, az, ..., @y, b1, ba, ..., by, dy)" appartient
a l'espace compact des parametres

O 1= {0 = (01,02, ... 0p1q, d)’s ap(z) =1+ Ze 20 et by(z) = 1+ Zepﬂ

ont leurs zéros en dehors du disque unité et n’ont aucune racine commune

et de [dl,dg] C ]0, 1/2[}
Pour tout 6 € ©, soit (€;(6)):ez le processus stationnaire au second ordre solution de
ZO‘J XtJ+ZGZO‘J ) Xi—imj — Zepﬂetj (2)
7>0 i=1 7>0

Notons que €,(6y) = € p-s.. Etant donné une réalisation de longueur n, Xi, Xo, ..., X,,
les variables aléatoires €;(f) peuvent étre approximées, pour 0 < t < n, par &(f) (avec
€(0) = X; = 0si t <0) définies récursivement comme solutions de

t—1 t—i—1
&(0) =Y a;(d) X +Ze Z D) X_i; Zepﬂet i(0). (3)
Jj=0 Jj= Jj=1

La variable aléatoire 0, est dite estimateur des moindres carrés de 6, si, presque stirement,

elle satisfait .

~ . 1 .

Qn(B) = min Qu(6), o Qu(9) = ~ Z (6).
Les premiers principaux résultats de ce travail portent sur les propriétés asymptotiques
de 'estimateur des moindres carrés et sont obtenus par Boubacar Mainassara, Y. Esstafa,
Y. et Saussereau, B. [2018]. Ces propriétés ont été prouvées sous certaines conditions de
régularités sur le processus (€ )qcz, dont celles essentielles sont :
H1 : Le processus (€& )z est strictement stationnaire et ergodique.
H2 : Nous avons E|e[*™ < oo et Y 7, {a.(h)}*"*™ < 0o pour un certain v > 0.
H3 : Supposons que ), . ;o7 |cum(eo, €, €5, € )| < 0o .

Pour tout délai h, a.(h) définit le coefficient de mélange a 'ordre h du processus (¢;);. Ce
coefficient permet de controler la dépendance probabiliste entre les tribus engendrées par

3



€, pour u <t et €, pour u >t + h. Dans 'hypothese H3 nous supposons la sommabilité
des cumulants joints d’ordre 4 de (€;), ce qui permet de controler la dépendance statistique
de ce processus. Le théoreme suivant donne le comportement asymptotique de (6,,),,.

Théoréme 1 Supposons que (€;)cz vérifie (1). Sous les hypothéses H1, H2 et H3, nous
avons

0, % 0y et v/n (5” B 90) N (0.3 :=J7"107),

n——+o00 n—+o00
ol .
J =2E {%%} ps. et I =Y Cov(Hy(0y), H,1(60))
90 06’ el ’
avec
H,(0) = 2@(6)33(99)’ Vo € ©.

2 Estimation de la matrice de variance asymptotique

La matrice de variance asymptotique de 'estimateur des moindres carrés des modeles FA-
RIMA faibles dépend de deux matrices d’informations différentes. Il est donc nécessaires
de fournir un estimateur convergent de chaque matrice. La matrice J peut facilement étre
estimée empiriquement par :

Remarquons que
1 n
I=1lmV — H,(0 :
Jim {\/_Z 3 0>}

En utilisant 1’absolue sommabilité de la fonction d’autocovariance du processus (H;); et
la stationnarité de ce dernier, nous obtenons que

I= i Ax(6o),

k=—o00

ou, pour tout k € Z,
Ak(eg) = COV(Ht(00), Ht_k(«%)).

Remarque : Dans le cas fort, la matrice I vaut 202J, et donc la matrice de variance
asymptotique se réduit a 3, := 202J 1. Dans le cas général des FARIMA faibles, I # 202.J
alors > #£ 3.



La covariance Ag(6y) sera estimée empiriquement, pour 0 < k < n, par Ak(én) ol, pour
tout 6 € O,

ﬁ.

n—k ~ /
4 86 - O0€41.(0
E t (€t+k(0)—t52( >>

A_,(0) = Ap(0) .
Sous les hypotheses du Théoreme 1, la statistique Ag(6,,) est un estimateur convergent
de Ag(6y). Par conséquent, on peut se demander si I'estimateur simple

t=1
et

LN 2
. 4 (S . 0&(0, A\ 2

La matrice I est une somme infinie de moments d’ordre 4 de (&), donc 'estimation de
certains moments repose que sur quelques observations. Cela implique que certains mo-
ments sont probablement mal estimés (voir Francq, C. et Zakoian, J.-M. [2000] pour une
référence dans le cas des modeles ARMA faibles et voir Boubacar Mainassara, Y. [2014]
pour une extension au cas des modeles VARMA faibles). La solution classique utilisée
pour résoudre ce probleme consiste a pondérer les moments empiriques Ak(H ). Le poids
attribué & Ay (6,) est de la forme w(khy,), ol (hy)nen est une suite de nombres réels et la

fonction w : R — R est supposée bornée, a support compact [—c, c] et continue a Iorigine
avec w(0) = 1.

Un estimateur convergent de I est obtenu sans hypotheses supplémentaires sur le proces-
sus (€);.

Théoreme 2 Supposons que les hypotheses du Théoréme 1 sont vérifiées et considérons

la matrice
Th

L(0) = > w(kh,)Aw(0),
k=—Th
ou T, = [c/hy] ([z] est la partie entiere de x). Si (hy), est choisie telle que

h, — 0 et nh? — oo quand n — oo,

alors

A

1,(0,) — I en probabilité quand n — oo.
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